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Reésume

Un nouveau type de modele de Boussinesq a ét¢ développé en décomposant les
composantes horizontales de la vitesse sur une série de fonctions ne dépendant que de z. Cet
artifice mathématique permet d'améliorer son comportement dispersif en étendant son
domaine de validité fréquentiel et également d'améliorer la reproduction des profils verticaux
de vitesses et son aptitude a faire face au shoaling linéaire et aux fortes pentes. L'objet de cet
article est d'abord de présenter les bases théoriques de ce modele aux ¢léments finis mais
¢galement d'étudier son comportement non-linéaire d'ordre 2.

Abstract

A new type of extended Boussinesq model has been developed using a mathematical
artifice that decomposes each vertical component of velocity on a series of functions on the
water depth. This mathematical artifice enables to improve its linear dispersion behaviour by
increasing its frequencial range of validity and also to improve its ability to reproduce vertical
velocity profile and to deal with linear shoaling and steep slopes. The aim of this paper is to
present the theoretical bases of this finite elements model and also to study its non-linear
2\textsuperscript{nd} order behaviour.

1.Introduction

Depuis quelques années, beaucoup d'efforts portent sur I'amélioration des modeles de
Boussinesq afin d'étendre leur domaine fréquentiel d'application a des ondes en eaux plus
profondes ce qui revient la plupart du temps a améliorer leur comportement dispersif. La
maniére la plus commune d'étendre un modele de Boussinesq consiste a ajouter aux équations
initiales des termes supplémentaires qui dérivent la plupart du temps de développements de
Padé(Witting 1984, Murray 1989, Madsen et al. 1991, Nwogu 1993, Sch\H{a}ffer and
Madsen 1995, Agnon et al. 1999,Gobbi and Kirby 2000, Madsen et al. 2002.).

Nous avons développé un nouveau type de modele étendu de Boussinesq dont le
fondement consiste a décomposer les composantes de la vitesse et la pression non-
hydrostatique sur une série de fonctions dépendant uniquement de z, ce qui permet de
remplacer la dimension verticale par un noeud unique enrichi en degrés de liberté. Cet artifice
mathématique permet de d'améliorer implicitement la relation de dispersion linéaire du
modele qui tend vers 1'équation de dispersion théorique lorsqu'on augmente le nombre N de
fonctions constituant la série.

Une étude dispersive linéaire du modele montre également que, pour chaque série de
fonctions utilisée, il existe une fréquence de coupure ce qui signifie que les composantes du
signal dont la fréquence est supérieure a cette fréquence critique sont amorties par le modele.
Dans le cas d'un modele «classique» de type Boussinesq étendu, la différence entre la relation
de dispersion du modg¢le et la relation théorique augmente lorsque la fréquence augmente ce
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qui peux mener a des résultats aléatoires. Il s'agit de deux approches opposées, I'une ne
prenant pas en compte certaines composantes hautes-fréquences, 'autre les prenant en compte
mais de facon inappropriée.

Nous avons ¢galement étudié¢ le comportement de notre modele étendu de Boussinesq non
seulement en ce qui concerne la

modélisation du shoaling linéaire mais également sur sa capacité a bien traiter les effets de
pentes lorsque celles-ci deviennent importantes. De la m\"“eme facon que pour 1'é¢tude de la
relation de dispersion linéaire nous avons constaté que le comportement de notre modele face
au shoaling tend a se rapprocher implicitement de la théorie linéaire lorsqu'on augmente le
nombre N de fonctions et cela sans rajouter ni calibrer de termes supplémentaires dans les
équations initiales. Le mode¢le a ensuite été utilisé pour reproduire le cas-test de Booij (1983)
afin d'étudier sa pertinence face a des pentes élevées. Nous avons trouvé des résultats tres
proches de ceux donnés par le modele numérique 3D développé par Booij et donc une bonne
reproduction des effets de pente non-linéaires.

Afin de valider notre modele sur un cas-test de propagation de la houle assez difficile,
nous l'avons utilisé sur le cas-test de Dingemans (1994) reproduisant la déformation d'un train
de houle réguliére suite a son passage sur une barre trapézoidale. Nous observons
naturellement une amélioration des résultats lorsque nous augmentons le nombre de fonctions
et nous obtenons de trés bons résultats pour les tests A et B lorsque nous prenons 3 fonctions
sur la série.(voir figure 1).

Avec une seule fonction nous retrouvons le modele de Boussinesq de Peregrine (1967).
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Figure 1: Test B, x=17.3m, résultats pour N=1 et N=3

Un autre aspect intéressant de ce modele étendu est que le choix des fonctions constituant
les séries n'est pas limité et que les utilisateurs de ce modele peuvent introduire de nouvelles
séries de fonctions et faire varier le nombre de ces fonctions. Ce modele est également
capable de reproduire plus fidelement les variations des parameétres physiques suivant z car
l'utilisateur peut directement choisir les fonctions qui correspondent le mieux a la nature
physique de I'écoulement avec par exemple des fonctions logarithmiques pour un écoulement
fluvial ou des fonctions hyperboliques pour une étude de houle ou d'ondes évanescentes.
Parmi les différents choix de base, nous privilégions les Polyndmes de Legendre qui
fournissent le meilleur compromis: précision, simplicité et temps de calcul. Avec une base de
fonctions hyperboliques, nous retrouvons les modeles de Nadaoka (1994) et Massel (1993).

L'objet de cet article est tout d'abord de présenter les fondements théoriques de ce modéle
¢tendu de Boussinesq sans écrire tous les termes qui apparaissent au cours du développement
et qui jouent un ro6 le dans le modele numérique. Cet article propose également de compléter
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les analyses linéaires déja réalisées (dispersion, profil vertical de vitesse, shoaling) par une
analyse d'ordre 2 du comportement non-linéaire de ce modele sur fond plat.

2.Systeme d’équations a résoudre

Pour simplifier et raccourcir I'écriture des équations nous les exprimons ici dans un
référentiel bidimensionnel vertical. Dans le référentiel Oxz, les équations de conservation de
la masse et de conservation de la quantité de mouvement peuvent s'écrire:

du au du 1 dp .

— + U= + w = S ]

ot dr 0z pOx

ow ow ohw | dp - o
- + == + W= + - — g 0 (1)
at ar 0z poz

Ju I dw 0

dr 0z

ou p, u, w, g et p sont respectivement la pression, les composantes horizontales et verticales
de la vitesse, la constante de pesanteur et la masse volumique du fluide.

La pression a l'intérieur du fluide peut se décomposer de la fagon suivante:

p=pg(h —2) | pam | pp' (2)
avec pam la pression atmosphérique a la surface libre et pp’ la composante non-hydrostatique

L'équation de continuité¢ cinématique a la surface libre peut s'exprimer de la fagon
suivante:

dh dh

—_— Ug—
“Or

it

—w, =0 (3)

ou h(x,t) est le niveau de la surface libre et (us,ws) sont les composantes de la vitesse a la
surface libre.
La condition de continuité de la pression a la surface libre se traduit par:

p(z.h) = Patm et done gl k) =1 (4)
L'équation de continuité cinématique au fond s'exprime de la facon suivante:

Upg—— — Wy ] (59
T

avec zy(x) le niveau du fond supposé constant dans le temps et (u,,wp) les composantes de la
vitesse au fond.

3.La méthode h-s

Le noyau de notre mode¢le repose sur la décomposition des composantes horizontales de la
vitesse sur des séries de fonctions ne dépendant que de z:

ul(z,t, 2,z 1) = @;(2, zp, h)u;(x, t) (63}
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N

ou la notation A; B; est une notation raccourcie de ZAiBi avec N l'ordre de discrétisation sur
i=1

la verticale.

Oi(z, z v, h) est une série de fonctions qui permet de mieux restituer le comportement de
I'écoulement sur la verticale car nous pouvons directement choisir des fonctions qui
correspondent le mieux a la nature physique de 1'écoulement a savoir des fonctions
logarithmiques pour un écoulement fluvial ou des fonctions hyperboliques pour une étude de
houle ou d'ondes évanescentes ou par défaut des polyndmes de Legendre.

3.1.Equation de conservation de lamasse
Si nous intégrons 1'équation de la masse du systéme (1) du fond a la surface libre en
utilisant 1’équation (3), nous obtenons I'équation:

ah  dg . o h . oy
ot f o aveo q «/:f, ez (i)

3.2.Composante verticale de la vitesse

L’intégration de la troisiéme équation du systeme (1) du fond z, a la cote z permet
d'exprimer la composante verticale de la vitesse en fonction de différentes variables
dépendant uniquement de z, z, et h.

/'3 du I ow | 5 A , Az, = Aoy e oh -
e - | dz =01 w — w iy — Uy— -0z ihi=— (D)
o \dr Oz . . Or Sy Oz Pithps |
. bt i) [: -d A b5 B 50 'z Db |
11 yhlz, N, 2p) @z, w; = i 2,1, 2Zp) — —02
= b = i i o milz, b 5 oh
iz b Az
. ) Wy — Up—— c)fuz-T L
d'apres l'equation (5) nous savons que o (T ce qui signifie que :
) a2 h P
w = Pw; q?--uia f p?-uia (93
; ; 2 Aoy . ;
avec q;l 2, hy z) C_n:’? = / a—:tl? ol r_')? il zp. by 2p)
Jzp Zh

3.3.Expression de la composante non-hydrostatique de la pression
La 2™ équation de la conservation de la quantité de mouvement du systéme (1) peut
s'écrire:
Jw | duw I Hw? | ap’ 5 10}
_—t 4 = | i )
at adr iz adz '
Il suffit une fois encore d'intégrer cette équation de z a la surface libre et d'utiliser
'équation (9) pour obtenir:
; . Ou, dw;
—p' = Aqu; IBi-u.-*.f- | Cfﬁ | DZ-W

L
n j
| EE'"H'H' | Tl T | G_
Uity 15 Uity (5
dx (11)

ou les fonctions A;, B;, C;, D;, E , F i, G 3, H i, K j, L jj et M j; sont des fonctions ne
dépendant que de z, h et z, et pouvant s'exprimer en fonctions des variables @i, i p; et q;
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3.4.Systéme a résoudre
Le probléme étudié revient a résoudre le systéme suivant:

O | ou? | duw  1dp i

ot dr 52 | pox (123
oh g . e
— — i

ot | or

avec p= pg(h-z)+pamtpp’ et ou les variables u, w et p' vérifient respectivement les équations

(6), (9) et (11).

4.Analyse non-linéaire du second ordre

4.1.Hypothese et simplifications des équations

Nous écrivons le niveau d'eau h et les N composantes horizontales de la vitesse u; en
écrivant 8= ot - kx et en considérant que € << 1:

i ¥ e Ti ] £ \

h hycos(8) | ehy cos(28) | e=hq cos(38)

; o () as{ 9 D s )

U g cos(f) + eupcos(20) 4 e g cos(39)
T e TN (13)

U uj cos(f)  + eugpcos(20)  + €“uyzcos(30)

FFi i i " 2 N

UN EE_.’\_rl COs| 9 | | Eu‘.\r2 COs| ,39 | | E"H:\rg Cosl ’,9 |

On considere que I'écoulement se fait sur un fond plat n'évoluant pas dans le temps ce qui
implique que %—fzo et %20 .On ¢élimine également du systéme (12) tous les termes d'ordre

plus grand que 2 qui n'interviendront pas dans cette analyse non-linéaire d'ordre 2 c’est a dire
tous les termes produits d’au moins 3 fonctions inconnues (ou de leurs dérivées).Il reste alors

le systéme suivant lorsqu’on effectue le remplacement W:—%:

i duj | Dby duy h 5 Ol 0P s Phou,  aD; 0Oh B,
Pimr T RPN — Wi 5 Wt Tl T A e
ot ox oz dx o -';'\."I-f).'rf\.-' dxs ot ) ah 5’)'.." Ml
D "')'3”3' I g g 52 ij )U.r.';; r'fz.r.'j ] g 7 g g
—  —— i ——— I [ i L__ | i1q e } A (]
1r'f.".",".?'2 Y\ 922 Bx E i Ar o2 E Ar a2 dx? fax
oh B . Bk _
—_— (N — zp) ——  —rg; il
BT or Bz
h h (1)
avec ¢t = &;(h,h,z)  Dilz,h, 2) / Yidz Az, h, 2) pidz

;i : (15)
fony | kot ; L hh. . £ i Nk fhiaf
H@JII .;._\h..zb,l [ C—)jl_.',j[lﬁi E.-‘.jl Wl h-_h,»'—b.' Jr_-ijl‘/.._ h-. iy Wy Z‘,'J,-l — L"-"UJ

4.2. Adimentionnement et multiplication des équations
On rappelle que la hauteur d'eau totale vaut H=h-z, ou H=h+d avec d=-z.

Pour les variables x, z, t, d, h, et u nous effectuons respectivement les changements de
variables suivants:

: z /adn { h d
£ vy Uf : —? et — U

la dy o = di o agy/gdy

ou les nombres dy, Iy et ap sont respectivement les profondeurs d'eau, longueur d'onde et
amplitude de la houle caractéristiques.
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On fait également intervenir les deux parameétres adimensionnels € et p qui peuvent
s'écrire:
(g dy ‘d (o
e, — etdonc eyt — —
dp lo lo

On peut également facilement prouver que Hs’écrit dy (€h+d) aprés changement de
variables.
Pour se ramener de l'intervalle [z, ; h] a l'intervalle [-1 ; 1], nous effectuons le changement

de variable Z:%(§+1)+Zb qui est particulierement intéressant pour les polyndmes de

Legendre qui sont définis entre —1 et 1.

Ainsi par exemple la fonction yi(z, h, z,) peut également s'écrire:

s H ¢ H
(2, By 2) / didz = — / b = 2 U4(€)
zy 2 J-1 2

Zt
et la fonction Hjj(z,h,z) peut de la méme fagon s'écrire:

h 2 1 2
H‘ijlj 3'.. h‘..} .'-3,5,.:' [3 U.EE_JJfl.': H_l ¢ *]}-z'll’rjd(s H_lHulél

h
Pour obtenir autant d'équations que d'inconnues on applique l'opérateur J.b¢k(Z)(*)dZ ala

premicre équation du systéme (14) précédent pour obtenir finallement:

[ & g iy e | e g Ak 0Py 0P Ouy
Fio— +Firewi—= + Qure—u; + Ujp— + —Alep” (eh +d) | — f—
kot ke Qs O kg gt "\ O Otie  Oa2 Ot
I a ] l--ﬁu'f: | 2 i L"jzu'.'i | 2 i ”2 fig
F=Dip = (el + )" —+ =D e (eh + ) —— o+ =Dhpept” (el + o) ——
Tae D02 ikt Oz Otpr | 2 ke Oz DtOT

f= iy L=
da? O bR e Ol

l g 2 rljg ] I:"]"ll i f.jgh' i I'.}-'Ili lfl}- (13
f _lH.i_j.i.-‘!"'z (el +d)° | —=—L + u; BT ik 1
| e ; hi; ,:’}2 W .a'}g,--. il
et FERTH: ,l'-") [Ef i ]2 iyt J il {1
: {

| O G2 92 Oz
& o s LTE] i
ai Qe WORD | gt i r.'.";i[l.l :
i i i G e

—_— 4]

(16

4.3.Application a I’analyse non-linéaire d’ordre 2

On injecte le systeme (13) dans le systéme (16). Si on ne conserve que les termes d'ordre 1
(sans € )et que l'on résout le systéme alors obtenu, cela permet d'obtenir la relation de
dispersion linéaire du modele (déterminant de la matrice trouvée devant étre nul) ainsi que les
vecteurs propres fi permettant de reconstituer le profil vertical de la vitesse.Le cas qui nous

intéresse ici consiste a ne conserver que les termes d'ordre 2 en $\epsilon$ et de résoudre le

systéme suivant:
2w —2kd o F 17
—4kUl 2w (F; — 46™Dy) Uso By Vel
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Sachant que uf :ﬁ%hl et que l'on pose k=kud , on peut alors écrire F1 et Ffsous la

forme:

wh? .
(e g
u:gfz%

F¥ ST {ﬁf;(Fm b Quje) + K2 f (Dza- I

Fy

AD
‘%iﬁ' Dz’.’.

B) } f)—fﬂzfafj (H?’.jﬁ- f %)}

[18)

I1 suffit ensuite d’inverser le systéme linéaire (17) a N+1 inconnues pour N+1 équations ce
qui permet alors d'exprimer /4, et les N uj; en fonctions des parametres du probléme.
On peut ensuite comparer le comportement du h, de notre modele avec la formule de la
théorie de Stokes du second ordre qui peut s'écrire de la fagon suivante:
g : | hf 2
hSwkes — _ 2k coth (k) (3 coth” (k) — I) (19}
: | d ( '

Stokes

La Figure 2 montre le quotient hy/h, pour un nombre de fonctions utilisées N variant

delas.

—

ha/hz>*®*

05+

0+ T T T T |
0] 2 4 5] 8 10 12 14

Figure 2: Rapport ho/h,"* pour N=1 a N=5

Nous constatons avec ces courbes que plus le nombre N de fonctions augmente plus le
comportement non-linéaire de notre modéle s'améliore et tend vers la formule théorique
donnée par la théorie de Stokes. Ainsi pour N=5 on peut admettre que notre mod¢le a un tres
bon comportement non-linéaire jusqu'a k=10 et son comportement s'améliorera encore si on
augmente N. Beaucoup de modeles étendus de Boussinesq actuels (voir par exemple Madsen
et Schaffer') n'arrivent pas a obtenir un tel domaine de validité pour la non-linéarité de
second ordre et cela malgré de nombreuses calibrations et ajouts de termes. L'amélioration du
comportement non-linéaire de notre modele en fonction du nombre de fonctions se fait
implicitement et ne requiert aucune calibration ni ajouts de termes dans les équations de base.
Ainsi, par exemple, les figures 3 et 4 montrent le méme genre d'amélioration respectivement
pour la dispersion linéaire et pour le shoaling linéaire (Meftah et al.”2004). Pour mieux
comprendre les parameétres physiques concernés par ces figures, il convient de rappeler leur
définition:
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C est la célérité de ’onde, Co=4/gH ,]/o(k)z—%%% est le gradient de shoaling linéaire

définit par Madsen et Sorensen'® (1992) avec A 1’amplitude de I’onde considérée progressive,

a=%21 est un paramétre adimensionnel.
g

CiCo
1

0.8

2/2 Pade |
4/4 Padé |

_Stokes 1% orgre

To

025
0.15
0.05 ier

Stokes 1" ordre

N=6
-0.05 MN=5
N=q
-0.15
N=3
N=1 N=2
-0.25 : - - : : 1.
0 1 2 3 4 5 5] T & 9 10

Figure 4: Coefficient de shoaling linéaire y, pou N=1 et N=5

5.Conclusion

Le travail présenté dans cet article porte essentiellement sur une analyse non-linéaire
d'ordre 2 d'un nouveau type de

modeles de Boussinesq étendu précédée par une présentation succincte de ses fondements
théoriques. Pour ce modele les composantes horizontales de la vitesse sont décomposées sur
des séries de fonctions ne dépendant que de z ce qui permet de remplacer chaque verticale par
un noeud unique enrichi en degrés de liberté.Le premier avantage de ce type de modele est
qu'un modele 2D horizontal suffit pour étudier un probléme 3D ce qui facilite le pré-
traitement et donne lieu a des calculs moins longs. Le deuxiéme avantage est que qu'il génere
implicitement une relation de dispersion améliorée qui tend vers 1'équation linéaire de Stokes
quand le nombre de fonctions N devient suffisamment grand. De la méme fagon, on observe
une amélioration implicite du comportement de son shoaling linéaire, de sa capacité a traiter
les effets non-linéaires de pentes de fond plus abruptes et a représenter les profils verticaux de
vitesses. Un autre aspect intéressant de ce modele consiste aux choix de fonctions disponibles
et non figées suivant la nature physique des phénomenes a étudier.
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L'analyse non-linéaire du second ordre qui est décrite dans ce travail montre une
amélioration implicite du comportement non-linéaire de ce modele en fonction du nombre N.
Une étude d'ordre 3 suivra et devrait donner lieu aux mémes typesde conclusions.

6.Références

1.Witting, J.M., 1984, A unified model for the evolution of nonlinear water waves. Journal
of Computational Physics, 50, 203-236.

2.Murray, R.J., 1989. Short wave modelling using new equations of Boussinesq type. 9"
Australian Conference on Coastal and Ocean Engineering, Institution of Engineering,
Adelaide, Australia 331-336.

3.Madsen, P.A., Murray,R., Sorensen, O.R.,1991. A new form of the Boussinesq
equations with improved linear dispersion characteristics. Coastal Engineering, vol 15, 371-
388.

4 Nwogu, O., 1993. Alternative form of boussinesq equations for nearshore wave
propagations. Journal of Waterway, port, Coastal and Ocean Engineering 119, 618-638.

5.Agnon Y., Madsen P.A., Schiffer H.A.,}]1999. A new approach to high-order
Boussinesq models. Journal of Fluid Mechanics, Vol 399, 319-333.

6.Gobbi, M.F., Kirby, J.T., Wei, G.,}]2000. A fully nonlinear Boussinesq model for
surface waves Part2. Journal of Fluid Mechanics, Vol 405, 181-210.

7.Madsen, P.A., Bingham, H.B., Liu, H.,2002. A new Boussinesq method for fully
nonlinear waves from shallow to deep water. Journal of Fluid Mechanics, Vol 462, 1-30.

8.Meftah, K.,1998. Mod¢lisation tridimensionnelle de I'hydrodynamique et du transport
par suspension. PhD Thesis Université de Technologie de Compicgne.

9.Meftah, K., Sergent P., Gomi P., 2004. Linear Analysis of a new type of extended
Boussinesq model, Coastal Engineering 51, 185-206.

10.Booij, N.,1983. A note on the accuracy of the mild-slope equation. Coastal
Engineering, Vol 7, 191-203

11.Dingemans, M.W., 1994. Comparison of Computations with Boussinesq-like models
and laboratory measurements. Mast G8-M note, Project 1.

12 Peregrine, D.H.,1967. Long Waves on a beach. Journal of Fluid Mechanics, Vol 27,
815-827.

13.Nadaoka, K., Beji, S., Nakagawa, Y., 1994. A fully dispersive nonlinear wave model
and its numerical solutions. Proc. 24™ Int. Conf. on Coastal Engineering, 427-441.

14.Massel, S.R.,1993. Extended refraction-diffraction equation for surface waves. Coastal
Engineering, Vol 19, 97-126.

15.Madsen, P.A.; Schiffer, H.A., 1998. Higher-order Boussinesq-type equations for
surface gravity wave: derivation and analysis. Phil. Trans. R. Soc. Lond. A, vol 356, 3123-
3184.

16.Schiffer, H.A., Madsen, P.A., 1995. Further enhancements of Boussinesq-type
equations. Coastal Engineering 26, 1-15.

399



	Résumé
	Abstract
	Figure 1: Test B, x=17.3m, résultats pour N=1 et N=3
	d'après l'equation (5) nous savons que ce qui signifie que :

	Figure 3: Représentation de la relation de dispertion pour N


